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Abstract . : In this paper we study the LP' q -5p1ces introduced by
Benedek and Panzone in (1) . We prove that L ' is a r-normed,
c$TIlete space of type r, where r=min(l,p,q) . We interpret the
Lp ' -Ipaces like the completion of the tensor product space
L.® bwith a determinated metric and we obtain the dual space
of L 'q (01p,gk-) .
1 .-Los Espacios Lpl'" 'pn de Benedek-Panzone .-
Sean (Xi'S,,/Mi ) con l±5isn, n espacios de medida positiva
<Y-finita y completa y P=(pl - .,pn ) una n-tupla, con l~ipit~o°. Una
función n
f :ii Xi
	
- C
(xl , . . ,xn )--r f (x l , . . ,xn) n n
medible en el espacio producto (X,S,1-+)=( Xi,i-1Si) se dice que
pertenece a LP (X) si el número obtenido después de tomar sucesi-
vamente la norma p l en x l , la norma p2 en x2 , . ., la norma pn en
xn , y en este orden, es finito . A dicho número se le denota por
IIflip b IlfuP11 . .,pn .
Consideremos áhora el caso OzPL00 (esto es Ozp i !É;-~ donde 1=¿
¡15!n), y sea r=min . (pi ) con r¿l ; se define ÍI - IIP de la misma for
l~i~iz
ma que para exponentes mayores que 1 . También podemos definir
de forma análoga el espacio LP
con (II ' IIP ) r .
que en este caso será r-normado,
A partir de aquí nos centraremos en el estudio del caso de
dos exponentes p,q, y supondremos que ( ::,A,%`) , (Y,0 ,0) son dos
espacios de medida positiva 0-finita y completa, y considerare-
mos Lp,q (Xxy) .
Para el siguiente Teorema supondremos que los espacios
(X,-4,ja), (Y,Q,O) son no triviales, esto es, que existen suce-
siones (An ) neÑ
	
y (Bn) néÑG de conjuntos medibles disjuntos
tales que M(Aj )qÉ0 y 0(B j )y£0 para todo jéN .
Teorema 1 .- Lp, q con O¿p,q!!°° y r=min(p,q)¿ l, es un espacio
r-normado, completo de tipo r .
2 .- Lp ' q como Producto Tensorial .-
Consideremos el espacio LP (X)wLq(Y) (Oe-p,q!~=°c) producto
tensorial de los espacios Lp (X) y Lq'(Y) . Queremos hacer una
identificación entre Lp (X)®Lq (Y) y un subespacio de Lp,q (Xxy) ;
para ello definimos la aplicación Lp (X)®Lq (Y) --Lp,q (XxY)
n n
de la siguiente forma ( fiogi) Z1 fi'gi donde
f i " gi (x .Y) = fi (x)g i (Y) .
Se puede comprobar que ~ es una aplicación lineal . Para
demostrar que es inyectiva necesitaremos algunos resultados ;
Si WELP(X)OLq (Y) se cumple que :
a) íÍ (W) = 11~(,,%)1)p,q (1-`p,gLoo ) donde íÍ es la norma tenso-
rial ((3), p .221) : (W)=sup {~(u®v) (w)¡ ; ue(Lp ) ~, v,(Lq) ~,11uU, lfvl) :5l}
b) Iip,q~ ar (w) (0 ¿p, q
`- a°, r=min (1, p, q)) . donde « es
la r-norma en Lp®Lq ((4), p .199) :
n n
or(W)=inf {~ lifi . gi0pq ;
W Z1 fi®giJ
c) o(q(W)_~1 P~q (Ozq!l,gLpz00)
.
Teorema 2 .- El espacio Lp (X)®Lq (Y) con O«zp,g4w , es denso
en Lp,q (XxY) mediante la identificación .
Definimos Lp (X)®rLq (Y) como la compleccibn del espacio
Lp (X)0Lq (Y) con la r-norma O(r .
una generalización de la desigualdad de Minkowski :
258
Corolario .1 .- Si Ozq:!!l y qcp,,w<>O, entonces Lp ( X)®gLq(Y)=
Lp , q(Xxy), tomando la q-norma tensorial dq .
Como aplicación de las propiedades anteriores se obtiene
Teorema 3 .- Sean q-`P -¿OO,
	
O.,~q!!Él, f una función medible en
(XxY, A®V3 ,?g0 ) entonces :
( (
J
.
If 1`p dJ ) p/q d/,,, ) q/p_, f ( f if) P dt, ) q/p dy
3 .- Dtualidad entre Espacios Lp ' q -
El dual de Lp ' q cuando los dos exponentes p,q son mayores
o iguales que 1 es conocido «1)-p.304) . Por lo tanto estudiare-
mos el caso en que uno o los dos exponentes sea menor que 1 .
Para ello recordaremos que : "Si f es una función medible y A
un átomo entonces f es constante a.e . en A" ((2) p.819) . Por .
notación llamaremos f(A) al valor de dicha constante .
Supongamos que (X,A,~x), (Y, a , d ) son dos espacios de me
dida, (Ai ) iEIf , (Bj)jéiS-(B colecciones de representantes de
las clases de átomos de r" y l) respectivamente, con ~(Ai)=1,
P (B . ) =1, A=_UAi y B= U B . , entonces :ieI jCJ
Teorema 4 .- Si O£p,q'1, el dual topolbgico de Lp ' q (XxY)
es isométricamente isomorfo a 1°'(IxJ) mediante la identifica-
ción dada por
U : 1<,O(Ixj) (Lp'q(XxY))~
el=( ol
ij )
~Ud
(i,j)EIxJ
donde Ua (f)= 7-- f(AixBj )
(i,j)EIxJ
En particular, si r~ b 0 son no atómicas
Teorema 5.- Si Ozq, l11pZ oo y p'=p/(p-1), el dual topológi-
co de Lp ' q (XxY) es isométricamente isomorfo a LP, '00 (Xxi) me-
diante la identificación dada por
U : Lpl ' 00(Xxi) -~ (Lp'q(XxY))!
iii
donde U9 (f)= 7 ffj gj dr- para cada féLp ' q (XxY), siendo fj
jEJ
la función de Lp (X) inducida por la restricción de f a XxB j .
En particular si l) no atómica (Lp'q) I =0 .
para cada féLp ' q (XxY) .
(Lp'q(Xxy))'=O .
Se obtiene un resultado análogo para el caso O2'pz-l:.,Iq< oo .
NOTA : Estos resultados son un resumen de mi Tesina de Licencia-
tura (5) dirigida por el Profesor J.L . Rubio de Francia al cual
quiero expresar mi agradecimiento por su valiosa ayuda .
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